Bemerkungen zur Quadratrix des Hippias

Bernhard Braunecker

Geometrische Fragestellungen in der Antike

Zu den anspruchsvollsten intellektuellen Herausforderungen in der Antike gehor-
ten die Versuche, all die Falle in der Geometrie aufzuklaren, die sich nicht mit den
klassischen euklidischen Werkzeugen Zirkel und unmarkiertes Lineal I6sen lies-
sen. Man bezeichnet Beispiele, wo das gelingt wie beim regelmassigen Flinfeck
als euklidisch konstruierbar, hingegen trifft das nicht zu beim regelmassigen Sie-
beneck.! Konstruktionen, die auf andere Hilfsmittel zuriickgreifen mussten, wur-
den von den Griechen der klassischen Periode, aber auch bis ins 20. Jahrhundert
als weniger zufriedenstellend betrachtet. Es gab deshalb auch immer Bemihun-
gen eine approximative euklidische Losung zu suchen, was auch gelang wenn
man bereit war, zusatzlich zu Zirkel und Lineal neue Freiheitsgrade einzufihren.

Eine der illustren Fragestellungen war dabei die Quadratur des Kreises, also die
Frage: kann man ein Quadrat so mit Zirkel und Lineal konstruieren, dass es fla-
chengleich einem Kreis oder einem Kreissegment ist? Dass dies prinzipiell nur
naherungsweise geht, wusste man allerdings schon damals, denn der Wert der
Quadratflache Fq = a% kann eine ganze oder eine rationale Zahl sein, wihrend der
einer Kreisfliche Fx = 1t a2 stets eine irrationale Zahl wegen des Faktors rt ist, also
eine Zahl mit unendlich vielen Nachkommastellen. Also muss man bei der Quad-
raturaufgabe auf jedem Fall neue Parameter spendieren, um trotz des mathema-
tischen Widerspruchs eine praxisgerechte Annaherung zu bekommen.

Hippias von Elis

Nach Proklos hat sich Hippias um 420 v. Chr. an drei klassischen Problemen der
antiken Mathematik versucht. Zur Losung von zwei der drei Probleme, der Quad-
ratur des Kreises und der Dreiteilung des Winkels, hat er mit dem Mathematiker
Nikomedes die nach ihm benannte Quadratrix des Hippias erfunden, die wir im
Folgenden skizzieren.?

! Eine Zahl heisst genau dann als mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn sie z. B. eine ganze Zahl, eine Dezimal-
zahl mit endlicher Anzahl Nachkommastellen oder die positive Wurzel aus einer dieser ist, also keine irrationale
Zahl.
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Quadratur des Kreises

Hippias Ansatz bestand aus zwei Phasen: zuerst definierte er, von einem Kreis-
segment ausgehend, eine spezielle Kurvenfunktion, die er mit Zirkel und Lineal
konstruieren konnte und die ihm, allerdings nur asymptotisch, eine bestimmte
Strecke lieferte, die er wiederum mit dem Zirkel abgreifen und in einer zweiten
Phase mit ihr nach nunmehr bekannten euklidischen Regeln das flachengleiche
Quadrat erstellen konnte.

Sein Vorgehen wird in Fig. 1 erlautert. In ein Quadrat der Kantenlange R ist ein
Viertelkreis eingezeichnet mit der Fliche Fx = /4 R®. Gesucht ist die mit Zirkel
und Lineal durchzufiihrende Konstruktion eines Quadrats gleicher Flache, also
mit der Kantenldnge a =V mt R/2.

Der evolutionare Ansatz Hippias war, dass er erkannte, dass bestimmte geomet-
rische Fragestellungen nicht statisch gelost werden kdnnen, sondern dass die Zeit
als neuer Freiheitsgrad eingefiihrt werden muss. Anders als bei Gblichen geomet-
rischen Konstruktionen geniigt es nicht, mit Zirkel und Lineal gerade oder
krumme Linien unabhdngig voneinander zu ziehen, sondern bestimmte Linien-
paare mussen gleichzeitig gezogen werden. Man muss bestimmte Linienbewe-
gungen synchronisieren und spricht dann von kinematisch erzeugten Kurven.

Die erste Aktion in Fig. 1 ist eine lineare Bewegung in x-Richtung einer vertikalen
Schiene vom Startpunkt [0,0] nach

Quadratix des Hippias
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im Uhrzeigersinn.
Synchronisierung

Beide Bewegungen werden zeitlich gekoppelt, indem der Radius der Drehbewe-
gung A zeitvariabel angepasst wird A(t) = (R- x(t)) / cos(d(t)). Das geschieht, indem
man eine vertikale Schiene mit Schlitz mit der Geschwindigkeit v in x-Richtung



bewegt und gleichzeitig um den Punkt [R,0] einen Stab im Uhrzeigersinn mit w
rotiert. Der auf dem rotierenden Stab bewegliche und im Schlitz gefangene griine
Punkt bewegt sich dann entlang der roten Bahnkurve gemass rc = x(t) ex + px(t)
tan(y(t)) ey mit px(t) = R- x(t), wobei ex und ey die Einheitsvektoren in x respektive
in y Richtung sind. Es ist ersichtlich, dass damit das Problem nicht gel6st ist, da
fir x = R der y-Wert als Produkt (0*eo) nicht SuadieibedisEingias

direkt berechnet werden kann. Also musste B
Hippias mit seiner Funktion rc(T) einen
Grenziibergang t T oder x & R vorneh-
men. Das geschieht am einfachsten, indem
man bei Annaherung an den Endpunkt die
Tangente berechnet oder mit dem Lineal
konstruiert (blau gestrichelt in Fig.2) und ih-
ren Schnittpunkt rq mit der Ordinate bei x = : _ }
R bestimmt. Man legt dann die weiteren L 0 j;O 2 ey
Zeitabstande so eng, bis die Variation von rq
als hinreichend klein fir die geplanten Zwe-
cke akzeptiert werden kann. Der so erhaltene Wert rq = [R, 2R/mt] ist nun fiir den
zweiten Schritt graphisch mit dem Zirkel abgreifbar.
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Figur 2

Quadratkonstruktion

Wie Fig. 3 zeigt, erlaubt die Kenntnis von rq die weiteren Schritte wieder mit Zir-
kel und Lineal durchzufiihren. Als erstes tragt man von rq in x-Richtung die in ma-
genta gezeichnete Strecke der Lange R auf und verbindet ihren Endpunkt mit
dem unteren Fusspunkt [R,0]. Die gestrichelte Linie schneidet die von [R,R] aus
— Condeboliples e | gezogene horizontale griine Linie, die

5 : 5 ; dann die Streckenldnge (n/2)R hat,
wie man leicht mit Hilfe dhnlicher
Dreiecke zeigen kann.
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Das griine Rechteck hat dann die Fla-
che (r/2) R*R/2 = /4 R?, also die ge-
/ suchte Flache des Viertelkreises. Mit
(- 7 Hife hekannter geometrischer Berie

‘ : : : hungen wie die des Thales Kreises
: : : _ wird das griine Rechteck in das fla-
29 ; =~ > ei[] chengleiche rote Quadrat umgewan-
delt.
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Mechanische Konstruktion

Man kann beide Bewegungen fiir rc mechanisch synchronisieren, also nur mit
einem Motor antreiben. Der Motor misste also nicht nur wahrend der Zeit-
spanne T den Stab um 90° im Uhrzeigersinn drehen, sondern auch ein Zahnrad
mit Radius rz = 2R/t (magenta gestrichelt in Fig. 1), welches die an einer Zahn-
stange befestigte Schlitzeinheit maximal um die Strecke R verschiebt. Dann ware
jedoch der Zahlenwert von rz oder von R eine irrationale Grdsse, die mechanisch
nur angenahert realisiert werden kann, und wir hatten wieder ein quadraturahn-
liches Problem, also keine sauber definierte euklidische Losung.

Vergleich zu anderen Wissenschaften

Es ist bei wissenschaftlichen oder technischen Fragestellungen oft so, dass man
innerhalb geschlossener Systeme mit zunehmenden Anforderungen an Mach-
barkeitsgrenzen stosst. Dann muss man zusatzliche Freiheitsgrade einfliihren, um
weiter zu kommen. Wenn dies neue physikalische Ansatze, neue Messtechniken,
oder neue mathematische Methoden zur Folge hat, dann ist ein wichtiger Evolu-
tionsschritt getatigt, der dann wiederum neue Anwendungsmaoglichkeiten eroff-
nen und auch zu einem tieferen Verstandnis der Naturgesetze fiihren kann. Bei
Hippias ist einerseits seine geniale Idee zu bewundern, die Synchronizitat von
Bewegungen einzufiihren und andererseits sein Mut, den mathematischen
Grenzibergang vorzunehmen, um eine streng genommen nicht |6sbare mathe-
matische Aufgabe mit entsprechenden Einschrankungen praxistauglich zu ma-
chen.



